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Rozwazane dotgd systemy logiki epistemicznej charakteryzowaty
nastawienia sgdzeniowe pojedynczego — wyidealizowanego -
podmiotu (agent). W wielopodmiotowych (multiagent) logikach
epistemicznych rozwaza sie nastawienia sgdzeniowe wielu
podmiotow. Co wiecej, charakteryzuje sie pewne nastawienia
sgdzeniowe grupy podmiotow, takie jak ,wiedza wspolna”, ,wiedza
rozproszona’ i inne.

Wielopodmiotowe logiki epistemiczne mogg by¢ zaréwno
logikami multimodalnymi, jak i ,monomodalnymi”. Na tym
wyktadzie zajmiemy sie wytgcznie pewnymi wielopodmiotowymi
logikami wiedzy opartymi na S$.

Nie trzeba chyba dodawac, ze istniejg rowniez bardziej
wyrafinowane wielopodmiotowe logiki wiedzy.

Wyktad bedzie bardziej opowiescig niz szczegotowg prezentacia.



1. Wprowadzenie wielu operatorow wiedzy

Zamiast jednym operatorem wiedzy K operujemy wieloma
operatorami wiedzy: K4, Ky, ...., K, gdzie m > 1. Operatory te odnoszg
sie do wiedzy podmiotow 1, 2, ..., m.

Mozemy teraz wyrazac pewne fakty/ zaleznosci dotyczgce nie tylko
wiedzy pojedynczego podmiotu, ale wiedzy wielu roznych podmiotow.

Przyktadowo, formuta:

Ki1Kop
stwierdza, ze podmiot 1 wie, ze podmiot 2 wie, ze p, natomiast formuta:
KoKip A =K1KoK1p
stwierdza, ze podmiot 2 wie, ze podmiot 1 wie, ze p oraz nie jest tak, ze
podmiot 1 o tym wie.



2. Aksjomaty i pierwotne reguty inferencyjne dla K, Ko, ...., K,

Budujgc wielopodmiotowg logike wiedzy na bazie S5, zaktadamy,
ze kazdy operator wiedzy K, (/ = 1, ..., m) spetnia aksjomaty rachunku
SS.

Dla uproszczenia, nie wprowadzimy tutaj modalnosci dualnych do
K, Ko, ..., K. Aksjomaty dla operatorow K, Ko, ..., K,, podpadajg pod
schematy:

(Kk;) K:(p = q) = (Kip = K;q)
(Tk,) Kip—>p

(5k;) —K;p »> K,—K;p
Dla kazdego K;obowigzuje reguta Godla:
A

K;A



Rzecz jasna mamy rowniez aksjomaty rachunkowozdaniowe, regute
podstawiania i regute odrywania. Poniewaz nie wprowadzilismy modalnosci

dualnych do K4, Ky, ..., K,;,, nie musimy tez wprowadzac reguty zastepowania.

3. Semantyka: wielorelacyjne struktury modelowe

Analiza semantyczna oparta jest na wielorelacyjnych strukturach
modelowych:
<W, R1, R2, ey Rn>
gdzie W jest niepustym zbiorem (,mozliwych swiatow”), n > 1 oraz Ry,
R,, ..., R, sg binarnymi relacjami w W.
Gdy jedynymi rozwazanymi nastawieniami sgdzeniowymi sg K4, Ko, ...,
K, to odwotujemy sie do wielorelacyjnej struktury modelowej postaci:

<W, R1, R2, Tty Rm>

w ktorej R; (1 < i< m) interpretujemy, intuicyjnie rzecz biorgc, jako
relacje epistemicznej alternatywnosci podmiotu /. Na potrzeby tego
wyktadu o kazdej relacji R; zaktadamy, ze jest ona rownowaznosciowa
w W.




Model oparty na wielorelacyjnej strukturze modelowe;:
<W, R1, R2, ey Rn>
otrzymujemy — mowigc ogolnie — uzupetniajgc te strukture o funkcje
wartosciowania V.
Warunek dla formut postaci K;A ma postac:
o VKA, w) =1 wiw dla kazdego w*< W takiego, ze wRw":
VA, w*) = 1.
4. Wiedza grupy (group knowledge)

Niech {1, 2, ..., m} reprezentuje grupe wielu podmiotow.

4.1. ,Everybody knows”

Mozna wprowadzi¢ nowy operator epistemiczny K°, ktéry czytamy
,kazdy [w grupie] wie, ze” (everybody knows).

Patrzgc od strony syntaktycznej, dodajemy nowy aksjomat:
(KK®) K°p & Kip AKop A ... AKup.



Analiza semantyczna wymaga wprowadzenia wielorelacyjnej
struktury modelowej postaci:

<W, R1, R2, SR Rma RKe>
gdzie Rxe jest binarng relacjg w W definiowang nastepujgco:

Re=UR,
(czyli Rke jest suma relacji R, Ry, ..., Ry). Model definiujemy w

standardowy sposodb; warunek dla formut postaci K°A jest nastepujacy:

o V(K®A, w) =1 wiw dla kazdego w*e W takiego, Ze WRyeW*:
VA, w*) = 1.
Aksjomat (KK°) jest prawdziwy w kazdym modelu rozwazanego
rodzaju. Proste rozwazania pokazuja, ze wlasnosc te majg rowniez
(miedzy innymi) nastepujgce formuty:
(Kke) K°(p — q) - (K°p —> K°q)
(Tke) K'p—p



Ponadto obowigzuje reguta Godla dla K°:
A
K°A
Nie jest natomiast tak, ze w kazdym modelu analizowanego rodzaju

prawdziwe sg odpowiedniki formut 4 i 5 dla K°. Tak zresztg powinno
by¢€. Dlaczego? C6z — zapraszam na wyktad :)

4.2. Distributed/ implicit knowledge”

Wiedza grupy moze bycC rozproszona pomiedzy jej cztonkdéw; nie
zawsze jest tak, ze kazdy cztonek grupy wie to, co inny. Na skutek
komunikacji/ wspotpracy moze sie jednak zdarzyc, ze — po
odpowiedniegj ilosci ,rund” — alternatywy epistemiczne przyjmowane
przez wszystkich cztonkdw grupy stajg sie tozsame.

Wprowadzmy nowy operator epistemiczny K¢, zwany operatorem
wiedzy rozproszonej (distributed knowledge) lub wiedzy tta (implicit
knowledge). Uczynimy to semantycznie.



Po pierwsze, rozwazymy wielorelacyjng strukture modelowa:
<W, R1, R2, ey Rma RKe, RKd>
w ktorej ,nowa” relacja binarna Rgd jest definiowana nastepujgco:
R =R
czyli jako iloczyn relacji Ry, Ry, ..., R,,. Okreslajgc model, naktadamy
nastepujacy warunek na formuty postaci K°A:

o VKA, w) = 1 wtw dla kazdego w*e W takiego, ze WRiW*:
VA, w*) = 1.
Jest oczywiste, ze w kazdym modelu analizowanego rodzaju
prawdziwa jest formuta:
Kip — Kp
(a zatem rowniez wszystkie jej podstawienia, jako ze obowigzuje reguta

podstawiania). Obowigzuje réwniez reguta Godla dla K°. Ponadto K¢ -
mowigc ogolnie — ,spetnia” aksjomaty systemu S$.



4.3. ,Common knowledge”

Tym razem idea jest nastepujgca: cos jest elementem wspolne;
wiedzy grupy wowczas, gdy kazdy czionek grupy to wie, kazdy cztonek
grupy wie, ze kazdy cztonek grupy to wie, kazdy cztonek grupy wie, ze
kazdy cztonek grupy wie, ze kazdy cztonek grupy to wie — i tak ad
infinitum. Aby ja wyrazi¢, wprowadzamy operator wiedzy wspolne;
(common knowledge) K°.

Zacznijmy od semantyki. Uzupetnijmy rozwazang poprzednio
wielorelacyjng strukture modelowa:

<W, R1, R2, Tty Rma RKe, RKd>
0 nowg relacje binarng, Ryc, definiowang nastepujgco:

o Vw, w*'cW:. Rxc(W, w*) wiw istnieje cigg w4, Wy, ..., Wy elementow W
taki, ze (a) wi = w; (b) wx = W*; (c) Rge (W;, Wjs1) dla 1 < i< k-1.
Innymi stowy, Rxc jest przechodnim domknieciem relacji Rge w W.
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Definiujgc model, wprowadzamy rzecz jasna nastepujgcy warunek
dla formut postaci K°A:

o V(K°A, w) = 1 wtw dla kazdego w*e W takiego, Zze WRkw*:
VA, w*) = 1.
Mozna pokazac, ze nastepujgce formuty (a zatem i wszystkie ich
podstawienia!) sg prawdziwe w kazdym modelu rozwazanego rodzaju:

(Kke) K(p — q) > (K°p - K%9)
Tke) K°p > p
Kkd) K%p — q) - (Kp — K%)

Tkd) K > p
4yd) K% - K%K%p
5d) —K% - K* =K%

KK°®) K°p o Kip AKop A ... AKyP
K°K°) K% — K°K®p
K%ind) K°(p - K°p) = (p = K°p)
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Dodajgc do powyzszych formut wszystkie formuty postaci:

(Kk;) Ki(p — q) - (Kip - K;q)

(Tk;) Kip—>p

(5k;) —-K;p - K;=K;p
gdzie 1 <7< m, otrzymujemy aksjomatyke (pewnej wersiji)
wielopodmiotowej logiki wiedzy, opartej na S5. Pierwotnymi regutami

inferencyjnymi systemu aksjomatycznego tej logiki sg, obok reguty
odrywania i reguty podstawiania, reguty podpadajgce pod schemat:

A

K;A
oraz reguta:
A

K°A
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Przedstawiona wielopodmiotowa logika wiedzy oznaczana jest jako
SSECD,,.

Semantyka typu Kripkego dla tej logiki oparta jest na wielorelacyjnych
strukturach modelowych postaci:

<W, R1, R2, ey Rma RKe, RKda RKC>

gdzie R4, Ry, ..., R;,,s3 rownowaznosciowymi binarnymi relacjami w W,
natomiast Rge, Rkd, Rkxc sg binarnymi relacjami w W spetniajgcymi
warunki omowione na kolejnych czesciach tego wyktadu.
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Uwagqi:
Wyktad ten zostat oparty (w zasadzie, z nieistotnymi réznicami, gtdwnie
notacyjnymi) na artykule przeglagdowym:

e J.J. Ch. Meyer, Epistemic Logic, w: L. Goble (ed.), The Blackwell Guide
to Philosophical Logic, Blackwell Publishing, 2002, s.183-202.

Informacje o bardziej wyrafinowanych wielopodmiotowych logikach
epistemicznych — oraz o wielu logikach epistemicznych, ktérych na tych
zajeciach nie omowie — mogg Panstwo (m.in.) znalez¢ w artykule
przeglgdowym:

e P. Gochet, P. Gribomont, Epistemic Logic, w: D. Gabbay & J. Woods,
Handbook of the History of Logic, Volume 7: Logic and the Modalities
in the Twentieth Century, Elsevier-North Holland 2006, s.99-195.
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